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[bookmark: _GoBack]CHỦ ĐỀ: NHẬN DẠNG TAM GIÁC
Chủ đề 1: NHẬN DẠNG TAM GIÁC CÂN
- Các bài toán thuộc loại này có các dạng như sau: cho tam giác ABC thoả mãn một điều kiện nào đó, thường là cho dưới dạng hệ thức. Hãy chứng minh ABC cân.
- Phải lưu ý tính đối xứng của bài toán để định hướng các phép biến đổi. Chẳng hạn cân tại C thì tập trung vào chứng minh A=B.
- Các bài toán về nhận dạng tam giác cân có thể chia thành 2 loại chính như sau:
LOẠI I: SỬ DỤNG CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI ĐẲNG THỨC
Từ giả thiết đi đến kết luận bằng cách vận dụng các hệ thức lượng trong tam giác, các công thức biến đổi lượng giác.
Ví dụ 1. 
Cho ABC có     (1). CM ABC cân.
Ta thấy trong (1) chứa cả 2 yếu tố góc và cạnh. Đối với bài toán này ta có thể CM ABC cân theo 2 cách A=B hoặc a=b.
Tuỳ vào biểu thức của bài toán mà ta chọn biến đổi về góc hay về cạnh sao cho thuận lợi hơn.
Cách 1:


(1)   
Áp dụng định lý hàm Sin ta được:









      

 ABC cân tại C
Cách 2:


(1) 



 


a = b  ABC cân tại C

Chú ý:  Ta có 

	
Ví dụ 2. 


Cho ABC thoả   (1) CM  ABC cân.

Giải: 

 


Nên   cân tại C
NX: Từ (1) ta có thể biến đổi như sau



Tiếp tục chuyển vế và đặt thừa số chung ta được: 
Cách khác:

Từ (*) ta xét 




 là hàm tăng trên 


Vì vậy: (*) 
Chú ý: Trong bài toán CM tam giác cân ta thường gặp 2 vế của biểu thức đối xứng. Trong trường hợp này ta có thể sử dụng phương pháp hàm số:
Tính chất: Nếu hàm  tăng (hoặc giảm) trong khoảng (a,b) 

		Thì :  	
LOẠI II: SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC
- Khác với tam giác đều có vô số hệ thức “đẹp” thường sử dụng BĐT để chứng minh, những hệ thức đẹp của tam giác cân rất ít.
- Cho ABC có các cạnh và các góc thỏa mãn một hệ thức:
			F(A,B,C,a,b,c)=0
CM ABC cân tại C bằng BĐT như sau:
· Dùng BĐT chứng minh F(A,B,C,a,b,c) 0
· Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a=b (hoặc A=B)
· Vậy  F(A,B,C,a,b,c)=0  a=b  ABC cân tại C
Ví dụ 3. 
Cho a,b,c, là độ dài 3 cạnh của một tam giác Biết rằng    
CM tam giác trên là tam giác cân
Giải:



 

+) Áp dụng BĐT Cauchy cho 2 số  c+a, c+b ta có
Dấu “=” xảy ra  c+a = c+b    a=b (2)
Để (2) xảy ra thì trong (3) xảy ra dấu đẳng thức. Tức là a=b hay tam giác đã cho là tam giác cân.
NX: Từ (2) ta hoàn toàn có thể giải theo cách thông thường bằng cách lấy bình phương 2 vế, ta được:

		
* Cách ra đề cho bài toán nhận dạng tam giác bằng BĐT Cauchy:
Từ a=b hoặc A=B         
+)  Ta biến đổi 2 vế để được một đẳng thức tương đương
Đặt VT=, VP=. Áp dụng BĐT Cauchy cho 2 số , 
Tại vị trí dấu “=” xảy ra ta được bài toán chứng minh ABC cân tại C
Từ bài toán đó ta có thể tiếp tục biến đổi để được 1 bài toán phức tạp hơn dựa vào các phép biến đổi tương đương hay biến đổi lượng giác.
Ví dụ 4. 
Cho ABC thoả mãn hệ thức: (1). CM ABC là tam giác cân

Giải: Ta có:   


+) Do đó (1)          (2)
+) Áp dụng BĐT Cauchy cho 2 số: p-b, p-c 



             (3)

+) Dấu “=” xảy ra 
Vậy từ (2) suy ra trong (3) xảy ra dấu đẳng thức, tức là ta có b = c   ABC cân tại A.
NX: Nếu không áp dụng BĐT thì từ (2)    4(p-b)(p-c)=a2


		   

		
Bài tập tự luyện
BT1. 

Cho ABC thỏa:   (1).  Tam giác ABC là tam giác gì ?
BT2. 
Cho  ABC thỏa mãn hệ thức


	và C≠ 900	(1) CM  ABC là tam giác cân.
BT3. 
Cho ABC thoả mãn hệ thức:    (1)
CM ABC cân.
BT4. 
Cho ABC thoả mãn điều kiện . CM ABC cân.
BT5. 
CM điều kiện cần và đủ để ABC cân là cos, biết C = 1200
	Chủ đề 2: NHẬN DẠNG TAM GIÁC VUÔNG
So với những loại tam giác khác tam giác vuông có một số tính chất đặc biệt như tổng bình phương của 2 cạnh góc vuông bằng bình phương cạnh huyền. Số đo của  góc vuông bằng số đo của hai góc còn lại. Từ xa xưa Pitago đã phát hiện một dấu hiệu để nhận dạng tam giác vuông là định lý Pitago. Trong phần này chúng tôi xin cung cấp một số dấu hiệu để nhận biết tam giác vuông.
Để nhận dạng tam giác vuông ta thường đưa về một số dấu hiệu sau đây:
	1. sinA = 1		2. cosA = 0		3. sin2A = 0

	4. cos2A = -1		5. 		6. tanA = cotanB
	7. sinA=Sin(B-C)	8. a2 = b2 + c2
LOẠI I:SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI TƯƠNG ĐƯƠNG
Ví dụ 5. 
Chứng minh rằng trong ABC thoả mãn:  (1) thì ABC vuông.
Ta có: sin2A + sin2B +sin2C =2+2cosA.cosB.cosC

Từ (1) suy ra cosA.cosB.cosC =0  vuông
Ví dụ 6. Cho tam giác ABC thoã mãn hệ thức rc = r + ra + rb (2) với ra là bán kính đường tròn bàng tiếp.Chứng minh rằng ABC vuông.


Giải: +) Ta có S = pr   và S = (p-a) ra 



+) Khi đó (2) tương đương với =

	

	

	
	ABC vuông.
	+) Nếu áp dụng hệ thức cơ bản trong tam giác, ta có

            rc = ptg

	Từ (2) ta được ptg

	(2’)

	+) Mặt khác p = R(sinA+ sinB + sinC)=4Rcos

	Từ (2) ta có  2RsinC.

	. 

Do .ABC vuông.
	Chú ý: Khi gặp 1 bài toán có chứa các yếu tố khác cạnh và góc ta nên chuyển về bài toán có chứa góc hoặc cạnh để giải, khi đó có nhiều công cụ để giải hơn.
LOẠI II: SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC
Ví dụ 7. 
Cho ABC có A, B nhọn và thoả mãn hệ thức sin2A + sin2B =.   (1)
Chứng minh rằng ABC vuông.

Giải : +) Vì 0 < sinC ≤ 1 nên .

Từ (1) 


           .
+) Nếu C = 900  A+ B = 900  sin2A+sin2B= sin2A+cos2A = 1.
+) Vậy nếu ABC là tam giác vuông tại C thì thoã mãn hệ thức đã cho.

+) Nếu C < 900. Từ giả thiết ta có 

 1 - cos (A+B).cos(A-B) = 	(3).
+) Ta có sinC < 1. Mặt khác do A, B, C nhọn nên cosC > 0, cos(A-B) > 0, vậy từ (3) ta suy ra điều vô lý. Do đó trường hợp C < 900 không xảy ra. Vậy ABC là tam giác vuông tại C.
Nhận xét:
* Nếu C = 900 ta không thử lại mà kết luận ABC vuông là không chặt chẽ. Vì ABC chưa chắc thoả mãn (1).
* Nếu xét trường hợp C < 900 ta đi đến kết luận loại trường hợp này. Từ đây ta phải có C = 900, không cần thử lại.

* Điểm quan trọng của bài tập này là ở chỗ với a  R, 0 <a ≤1 thì ta có an  > am , 1 < n < m, n,m Q. Từ đấy bài toán (1) có thể mở rộng nếu sin2A + sin2B =  thì ABC vuông.
Bài tập tự luyện
 Chứng minh rằng ABC là tam giác vuông nếu thoả một trong các điều kiện sau
Bài 1: cos2A + cos2B + cos2C = -1.
Bài 2:  a) sinA + sinB + sinC = 1 + cosA + cosB + cosC
Hướng dẫn: Chứng minh tam giác này vuông tại 1 trong 3 góc.
         b) sinA + sinB + sinC = 1- cosA + cosB + cosC. 
Hướng dẫn: Chứng minh vuông tại C.

Bài 3:	

Hướng dẫn: A p dụng định lý hàm sin

Bài 4: r(sinA + sinB)= 
Hướng dẫn: Ta sử dụng hệ thức cơ bản

r = 4R
Bài 5:  r + ra + rb + rc = a + b + c

Áp dụng công thức lượng cơ bản r =ptg

p = 4Rcos và định hàm sin.
Hay có thể áp dụng công thức  S = rc(p-c), S=rp.
Bài 6: 3cosB + 4sinB + 6sinC +8cosC =15  (6)
HD: Áp dụng BĐT Schwartz cho các cặp (3,4), (cosB,sinB) và (6,8), (sinC,cosC).
Cách khác: Bài 6 có thể vận dụng phép biến đổi tương đương và tính chất bị chặn của hàm sinx, cosx.

(6)(6’)

Đặt Thì từ (6’) ta suy ra


5sin(B+) + 10cos(C-) = 15

vuông.
Bài 7:  sin3A + sin2B = 4sinAsinB. (7)
HD: Dùng công thức biến đổi tổng thành tích cho vế trái và tích thành tổng, rút gọn ta được cos(A-B).(sinC-1) = cosC
  cos2(A-B).(sin2C-1) = 1 – sin2C.

 (1-sinC)[cos2(A-B)(1-sinC) - 1- sinC] = 0.
Đánh giá cos2(A-B)(1-sinC)- 1 – sinC < 0 Từ đó suy ra sinC = 1

 C = 900

Bài 8: Cho ABC có đường cao AH, là nửa chu vi của ABC, ABH, ACH, biết p2 = p12 + p22  (1). Chứng minh ABC vuông.
Gợi ý: Nhận xét vị trí của H và vận dụng tỉ số lượng giác của ABC để đưa bài toán thành biểu thức theo góc.
Bài 9: ABC có đặc điểm gì nếu
	cosA (1 – sinB) = cosB.

Gợi ý: 1 – sinB và cosB cùng chứa nhân tử chung là .
Bài 10: ABC có đặc điểm gì nếu

2sin2A – sin2B = sinC + .
HD: Dùng phương pháp đánh giá để giải.
BT6. Chứng minh rằng nếu tam giác ABC thoả
sin4A + 2sin4B+ 2sin4C = 2sin2A (sin2B + sin2C) (1). Chứng minh ABC vuông cân.
Chủ đề 3:NHẬN DẠNG TAM GIÁC ĐỀU
Trong mục này, một số phương pháp hay sử dụng để nhận dạng tam giác đều như
Loại I:Sử dụng phương pháp biến đổi tương đương
        1/ Phương pháp sử dụng 9 bài toán nhận dạng tam giác đều.

        2/ Phương pháp sử dụng mệnh đề.     A1 = A2 = … =An = 0
       3/ Nhận dạng tam giác đều từ một hệ điều kiện.
 Loại II:Sử dụng bất đẳng thức.   
 LOẠI I:SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI TƯƠNG ĐƯƠNG
1. Phương pháp sử dụng 9 bài toán cơ bản nhận dạng tam giác đều.
       *  ABC thoả mãn các hệ thức sau thì  ABC là tam giác đều.


         a) cos A + cosB + cosC =		           f) cotgA + cotgB + cotgC =




         b) sin[image: ] sin[image: ] sin = 			g) sinA + sinB + sinC = 





        c) cosA cosB cosC =			h) cos + cos + cos = 





        d) sin2A + sin2B + sin2C = 	                       i) sin + sin + sin=

        e)  
Ví dụ 8. Giả sử  ABC thoả mãn điều kiện: 2(acosA + bcosB + ccosC) = a + b + c. Chứng minh  ABC đều.
Giải: +) Áp dụng định lý Sin ta có a=2RsinA , b = 2RsinB , c = 2RsinC ( với R là bán kính đường tròn ngoại tiếp  ABC), hệ thức đã cho tương đương với:
     2sinA cosA + 2sinB cosB + 2sinCcosC = sinA + sinB + sinC
   sin2A + sin2B + sin2C = sinA + sinB + sinC   (*)
Tacó sin2A + sin2B + sin2C = 2sin(A + B)cos( A – B ) – 2sin( A + B)cos( A + B)
= 2sin (A + B)(cos(A + B) – cos (A + B)) = 4sinAsinBsinC.

Tacó sinA + sinB + sinC = 



 

(dạng bài toán cơ bản). Vậy  ABC đều.
Ví dụ 9. CMR nếu A,B,C là ba góc của một tam giác thoả mãn

 thì tam giác ấy đều
 Hệ thức đã cho tương ứng với


( dạng bài toán cơ bản) 
   Vậy  ABC đều.

2. Phương pháp sử dụng mệnh đề 
Ví dụ 10. 
Chứng minh ABC có  = 9r thì  ABC đều 

Ta có ha  + hb + hc = 9r   


Vậy  ABC đều.
Ví dụ 11. 
CMR nếu trong  ABC ta có  
( p: nửa chu vi, R là bán kính đường tròn ngoại tiếp   ABC) thì  ABC là tam giác đều.

Ta có: (*)   



Ta có sin2A + sin2B + sin 2C = 4 sinAsinBsinC =

    (**)     (ab + bc+ ca) (a + b + c)=9abc
 a2b + bc2+ ab2 + ac2+ b2c+ a2c = 6abc
 b(a2+c2- 2ac) + a(b2+ c2 - 2bc) + c(a2 + b2 – 2ab)=0

 b(a - c)2 + a(b - c)2 + c(a - b)2   a=b=c . 
    Vậy  ABC đều.
LOẠI II: SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC
- Từ điều kiện của bài toán (thường là các hệ thức, các bất đẳng thức)sử dụng các phép biến đổi lượng giác để dẫn đến một bất đẳng thức đơn giản, có thể đánh giá được điều kiện dấu bằng xảy ra.
- Thiết lập một hệ phương trình xác định mối quan hệ giữa các góc, các cạnh của tam giác, qua đó nhận dạng được tam giác.	
Ví dụ 12. 
Cho  ABC thỏa điều kiện  (*). Chứng minh ABC đều.
Giải: +) Từ giả thiết suy ra ABC nhọn (cos A > 0, cos B > 0, cos C > 0)


+) Ta có: cosA cosB =  =

Vậy 0 < cosA cosB 

+) Tương tự ta cũng có 

Suy ra 
+) Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi


   A = B = C
Vậy ABC đều
Ví dụ 13. 
Cho ABC thỏa đk		
	Xác định dạng của ABC ?

	Từ điều kiện 


	 cosA
	Mặt khác sin2A + Sin2B =2sin(A+B)cos(A-B)

	

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi hoặc SinA = SinB = SinC
			 
Vậy ABC vuông cân tại A hoặc đều.
Bài tập tự luyện
BT7. 

Cho  ABC đều thoả mãn hằng thức:  và  .  Chứng minh  ABC là tam giác đều.
BT8. 
CMR nếu trong  ABC ta có  thì  ABC đều
BT9. 
Cho  ABC thoả   (1) CMR  ABC đều
BT10. 
CMR  ABC đều nếu 
BT11. 
Cho ABC, thoả 	(1)
	CMR 	ABC đều khi dấu ”=” xảy ra.
BT12. 
Cho ABC thỏa 	(1). CMR  ABC đều.	
BT13. 



Cho 	ABC thoả tan6+ tan6+ tan6=. CMR  ABC đều.
BT14. 
Cho    ABC thoả 2(la + lb + lc) =(a + b + c)
	CMR    ABC đều.
Nhận dạng tam giác đều bằng cách sử dụng bđt Jensen
BT15. 
CMR  ABC thoả  thì đều
BT16. Cho  ABC nhọn thoả mãn 


        Chứng minh  ABC đều.
      Chủ đề 4:NHẬN DẠNG TAM GIÁC KHÁC
Ví dụ 14. 
Xác định các góc của  ABC nếu:      (1)


Cách 1:  (1) 

  (1’)


Đặt t  =     t  (0,1)

(1’)   = 0



Đặt   =  ,    t  (0,1)


Ta có: ’ = ,  t  (0,1).



  





Ví dụ 15. Cho  ABC thoả b(a2-b2) = c(c2-a2). Nhận dạng tam giác này.

Ta có 






Bài này ta cũng có thể biến đổi như sau:





.
Bài tập tự luyện
Bài 1: Tam giác ABC có đẳc điểm gì nếu:
sin6A  + sin6B + sin6C = 0
HD: Dùng phép biến đổi tương đương chuyển về phương trình tích 

Bài 2: Nhận dang tam giác ABC nếu thoả

       (2)
Bài 3: Cho tam giác ABC có các cạnh thoả: 




,  ,  , . Hãy nhận dạng tam giác ABC.
HD: Xét điều kiện của x để tồn tại tam giác
Bài 4: Nhận dạng tam giác ABC biết: sin5A + sin5B + sin5C = 0
HD: Ta biến đổi tương đương đẳng thức trên về  dạng:

		

Bài 5: Tính các B và C của tam giác ABC biết: .
Một số hệ thức lượng trong tam giác


 , 

2. 

3. 

4. 


5.  (ABC không là tam giác vuông)

6. 

7. 

8. 

9.  (Đẳng thức hàm Côsin suy rộng)
Một số bất đẳng thức lượng trong tam giác:

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 


Dấu bằng xảy ra trong các bất đẳng thức trên ABC đều.

Biên soạn bởi Ths. Trần Đức Vương                 	1              Trường THPT Phạm Văn Đồng
oleObject1.bin

image46.wmf
2

2

)

2

4

a

c

b

a

b

c

a

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

Û


oleObject47.bin

image47.wmf
2

2

2

)

(

a

b

c

a

=

-

Û


oleObject48.bin

image48.wmf
b

c

b

c

=

Û

=

-

Û

0

)

(

2


oleObject49.bin

oleObject50.bin

image49.wmf
2

3

)

cos(

)

sin(

)

sin(

-

=

+

-

+

+

+

B

A

A

C

C

B


oleObject51.bin

oleObject52.bin

image2.wmf
(

)

(

)

2

2

2

2

2

4

2

sin

cos

1

c

a

c

a

B

B

-

+

=

+

Û


image50.wmf
tantan()tan

2

AB

aBbAab

+

+=+


oleObject53.bin

oleObject54.bin

image51.wmf
15

)

cos

2

(cos

3

)

sin

2

(sin

4

=

+

+

+

C

B

C

B


oleObject55.bin

image52.wmf
2

cos

2

sin

sin

c

B

A

=

+


oleObject56.bin

image53.wmf
0

15

cos

2

2

cos

2

=

+

B

A


oleObject57.bin

image54.wmf
1

2

tan

=

A


oleObject2.bin

oleObject58.bin

image55.wmf
222

sin2sin2sin22

ABC

++=


oleObject59.bin

image56.wmf
 

BC

0

cos

0

cos

0

cos

A

C

B

A

D

Û

ê

ê

ê

ë

é

=

=

=


oleObject60.bin

image57.wmf
S

r

p

Þ=


oleObject61.bin

image58.wmf
a

S

r

pa

Þ=

-


oleObject62.bin

image59.wmf
a

p

S

-


image3.wmf
(

)

c

a

c

a

B

B

-

+

=

-

+

Û

2

2

cos

1

cos

1

2

2


oleObject63.bin

image60.wmf
c

p

S

b

p

S

P

S

-

+

-

+


oleObject64.bin

image61.wmf
c

p

b

p

p

a

p

-

+

-

=

-

-

Û

1

1

1

1


oleObject65.bin

image62.wmf
)

)(

(

)

(

)

)(

(

)

(

)

(

c

p

b

p

a

a

p

p

a

c

p

b

p

b

p

c

p

a

p

p

a

p

p

-

-

=

-

Û

-

-

-

+

-

=

-

-

Û


oleObject66.bin

image63.wmf
)

)(

(

)

)(

(

c

b

a

b

c

a

a

c

b

c

b

a

-

+

-

+

=

-

+

+

+

Û


oleObject67.bin

image64.wmf
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

)

(

)

(

)

(

)

(

c

b

a

a

c

b

c

b

c

b

a

a

c

b

+

=

Û

=

-

Û

+

Û

-

-

=

-

+

Û


oleObject3.bin

oleObject68.bin

image65.wmf
,()tan,tan,tan

2222

ab

CCAB

rpcrprb

=-==


oleObject69.bin

image66.wmf
()tantantan

2222

CCAB

pcpp

=-++


oleObject70.bin

image67.wmf
tantantan

222

CAB

cp

Þ=+


oleObject71.bin

image68.wmf
2

cos

2

cos

2

C

B

A


oleObject72.bin

image69.wmf
sin

2

tan4.cos.cos.cos.

2222

coscos

22

AB

CABC

R

BC

+

=


image4.wmf
C

A

C

A

B

B

sin

sin

2

sin

sin

2

cos

1

cos

1

-

+

=

-

+


oleObject73.bin

image70.wmf
222

sincostan1

222

CCC

Þ=Þ=


oleObject74.bin

image71.wmf
0

0

90

45

2

1

2

0

2

=

®

=

Þ

=

Þ

>

C

C

C

tg

C

tg


oleObject75.bin

image72.wmf
3

sin

C


oleObject76.bin

image73.wmf
2

3

sinsin

CC

³


oleObject77.bin

image74.wmf
2

2

2

2

2

2

sin

sin

sin

c

b

a

C

B

A

³

+

Û

³

+

Þ


oleObject4.bin

oleObject78.bin

image75.wmf
0

cos

2

2

2

2

2

³

Þ

-

+

³

+

Û

CosC

C

ab

b

a

b

a


oleObject79.bin

image76.wmf
0

90

£

Þ

C


oleObject80.bin

image77.wmf
3

sin

2

2

cos

1

2

2

cos

1

C

B

A

=

-

+

-


oleObject81.bin

image78.wmf
3

3

sin

)

cos(

.

cos

1

sin

C

B

A

C

C

=

-

+

Û


oleObject82.bin

image79.wmf
1

,

sin

³

"

n

C

n


image5.wmf
B

C

B

A

C

A

B

sínC

B

A

C

A

cos

sin

cos

sin

2

sin

sin

2

cos

cos

sin

2

sin

sin

2

-

-

+

=

-

+

-

Û


oleObject83.bin

image80.wmf
C

B

a

c

c

B

b

sin

sin

cos

cos

-

=

+


oleObject84.bin

image81.wmf
2

cos

2

sin

.

.

2

B

A

B

c

-


oleObject85.bin

image82.wmf
2RsinC

c

vaø

=

2

sin

.

2

sin

.

2

sin

C

B

A


oleObject86.bin

image83.wmf
2

)

(

,

2

A

tg

a

p

r

A

a

-

=


oleObject87.bin

image84.wmf
2

cos

2

cos

2

C

B

A


oleObject5.bin

oleObject88.bin

image85.wmf
.

15

)

cos

5

4

sin

5

3

(

10

)

cos

5

3

sin

5

4

(

5

=

+

+

+

Û

C

C

B

B


oleObject89.bin

image86.wmf
.

90

0

,

sin

5

3

,

cos

5

4

0

£

£

=

=

j

j

j


oleObject90.bin

image87.wmf
j


oleObject91.bin

oleObject92.bin

image88.wmf
ABC

C

B

C

B

D

Þ

=

+

Þ

î

í

ì

=

+

=

+

Þ

0

90

1

)

cos(

1

)

sin(

j

j


oleObject93.bin

image6.wmf
C

B

A

sin

2

cos

sin

4

=

Û


image89.wmf
Þ


oleObject94.bin

oleObject95.bin

image90.wmf
2

1

,

,

p

p

p


oleObject96.bin

image91.wmf
2

sin

2

cos

B

B

-


oleObject97.bin

image92.wmf
C

sin

1


oleObject98.bin

image93.wmf
î

í

ì

=

³

=

+

+

+

n

i

A

A

A

A

n

n

,

1

,

0

0

...

2

1


oleObject6.bin

oleObject99.bin

image94.wmf
2

3


oleObject100.bin

image95.wmf
3


oleObject101.bin

image96.wmf
2

A


image97.wmf
2

B


image98.wmf
2

C


oleObject102.bin

image99.wmf
8

1


image7.wmf
[

]

C

B

A

B

A

sin

2

)

sin(

)

sin(

2

=

-

+

+

Û


oleObject103.bin

image100.wmf
2

3

3


oleObject104.bin

image101.wmf

oleObject105.bin

image102.wmf
8

1


oleObject106.bin

image103.wmf
2

A


oleObject107.bin

image104.wmf
2

B


oleObject7.bin

oleObject108.bin

image105.wmf
2

C


oleObject109.bin

image106.wmf
2

3

3


oleObject110.bin

image107.wmf
4

9


oleObject111.bin

image108.wmf
2

A


oleObject112.bin

image109.wmf
2

B


image8.wmf
[

]

C

B

A

C

sin

2

)

sin(

sin

2

=

-

+

Û


oleObject113.bin

image110.wmf
2

C


oleObject114.bin

image111.wmf
2

3


oleObject115.bin

image112.wmf
tantantan3

222

ABC

++=


oleObject116.bin

image113.wmf
2

cos

2

cos

2

2

cos

2

sin

2

B

A

C

B

A

B

A

+

+

-

+


oleObject117.bin

image114.wmf
2coscoscos4coscoscos.

222222

CABABABC

-+

æö

=+=

ç÷

èø


oleObject8.bin

oleObject118.bin

image115.wmf
()sinsinsincoscoscos

222

8sinsinsincoscoscoscoscoscos

222222222

ABC

ABC

ABCABCABC

*Û=

Û=


oleObject119.bin

image116.wmf
1

sinsinsin

2228

ABC

Û=


oleObject120.bin

image117.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

=

+

+

3

cos

3

cos

3

cos

4

3

8

3

3

cos

3

cos

3

cos

3

3

3

C

B

A

C

B

A


oleObject121.bin

image118.wmf
.

2

3

cos

cos

cos

2

3

3

cos

3

3

cos

4

3

cos

3

3

cos

4

3

cos

3

3

cos

4

3

cos

3

cos

3

cos

3

2

3

3

cos

4

3

cos

4

3

cos

4

3

3

3

3

3

3

=

+

+

Û

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

Û

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

=

+

+

C

B

A

C

C

B

B

A

A

C

B

A

C

B

A


oleObject122.bin

image119.wmf
0

,

1

,

0

0

...

2

1

2

1

=

=

=

Û

î

í

ì

=

³

=

+

+

+

n

i

n

A

A

A

n

i

A

A

A

A


image9.wmf
B

A

B

A

=

Û

=

-

Û

0

)

sin(


oleObject123.bin

image120.wmf
c

b

a

h

h

h

+

+


oleObject124.bin

image121.wmf
.

9

1

1

1

2

9

2

2

2

r

c

b

a

S

r

c

S

b

S

a

S

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

Û

=

+

+


oleObject125.bin

image122.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

.

0

0

2

2

2

9

1

1

1

9

1

1

1

2

9

1

1

1

2

2

2

2

c

b

a

ca

a

c

bc

c

b

ab

b

a

c

a

a

c

b

c

c

b

a

b

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

p

r

c

b

a

pr

=

=

Û

=

-

+

-

+

-

Û

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

Û

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

+

Û

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

<=>

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

Û


oleObject126.bin

image123.wmf
r

p

A

c

C

b

B

a

C

c

B

b

A

a

9

2

sin

sin

sin

cos

cos

cos

=

+

+

+

+


oleObject127.bin

image124.wmf
R

p

R

a

c

R

c

b

R

b

a

C

C

R

B

B

R

A

A

R

9

2

2

.

2

.

2

.

cos

sin

2

cos

sin

2

cos

sin

2

=

+

+

+

+


oleObject9.bin

oleObject128.bin

image125.wmf
(

)

(**).

9

2

sin

2

sin

2

sin

2

2

R

c

b

a

ca

bc

ab

C

B

A

R

+

+

=

+

+

+

+

Û


oleObject129.bin

image126.wmf
3

2

2

.

2

.

2

.

4

R

abc

R

c

R

b

R

a

=


oleObject130.bin

image127.wmf
R

c

b

a

R

ca

bc

ab

abc

9

)

(

+

+

=

+

+


oleObject131.bin

image128.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

-

=

-

=

-

0

0

0

b

a

c

b

c

a


oleObject132.bin

image129.wmf
sin

cos

sinsin

2

coscos

22

AB

ABC

C

=


image10.wmf
Û


oleObject133.bin

image130.wmf
[

]

[

]

)

cos(

1

2

1

)

cos(

)

cos(

2

1

B

A

B

A

B

A

+

+

£

+

+

-


oleObject134.bin

image131.wmf
2

sin

)

cos

1

(

2

1

2

C

C

=

-


oleObject135.bin

image132.wmf
2

sin

2

C

£


oleObject136.bin

image133.wmf
2

sin

cos

cos

0

;

2

sin

cos

cos

0

2

2

B

A

C

A

C

B

£

£

£

£


oleObject137.bin

image134.wmf
2

sin

2

sin

2

sin

cos

cos

cos

C

B

A

C

B

A

£


oleObject10.bin

oleObject138.bin

image135.wmf
2

2

2

coscos

cos()

coscoscos()

cos()

c

sin

2

1

si

oscos

n1

2

1

sin

2

AB

AB

BCBC

CA

C

B

A

C

A

ì

ï

ì

ï

ïï

Û

í

=

-=

=

í

ïï

î

ï

ï

î

-=

-=

=


oleObject139.bin

image136.wmf
Û


oleObject140.bin

image137.wmf
î

í

ì

-

=

+

£

£

£

)

cos(

cos

cos

90

B

A

B

A

A

B

C

O


oleObject141.bin

image138.wmf
0

90

£

£

£

A

B

C


oleObject142.bin

image139.wmf
,

0

sin

sin

90

0

0

>

³

Þ

£

£

<

Þ

C

B

B

C


image11.wmf
2

2

2

2

4

)

2

(

2

cos

2

sin

2

2

cos

2

c

a

c

a

B

B

B

-

+

=

Û


oleObject143.bin

image140.wmf
0

cos

,

0

>

³

B


oleObject144.bin

image141.wmf
.

cos

cos

cos

sin

sin

cos

sin

sin

sin

2

cos

sin

2

cos

sin

2

)

sin(

2

2

sin

2

sin

)

cos(

B

A

B

C

B

A

C

A

C

B

B

A

A

B

A

B

A

B

A

+

³

+

=

+

=

+

+

=

-

Þ


oleObject145.bin

image142.wmf
î

í

ì

=

=

C

B

A

sin

sin

0

cos


oleObject146.bin

image143.wmf
3

4

2

2

2

=

+

+

c

b

a


oleObject147.bin

image144.wmf
2

2

2

)

(

)

(

)

(

a

c

c

b

b

a

S

-

+

-

+

-

+


oleObject11.bin

oleObject148.bin

image145.wmf
3

2

a

h

a

c

b

+

=

+


oleObject149.bin

image146.wmf
2

3

=

+

+

+

+

+

b

a

c

a

c

b

c

b

a


oleObject150.bin

image147.wmf
2

sin

1

2

sin

1

2

sin

1

cos

1

cos

1

cos

1

C

B

A

C

B

A

+

+

=

+

+


oleObject151.bin

image148.wmf
1

3

3

3

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

c

b

a

b

c

a

a

c

b


oleObject152.bin

image149.wmf
.

9

sin

sin

sin

cos

cos

cos

R

c

b

a

C

c

B

b

A

a

C

c

B

b

A

a

+

+

=

+

+

+

+


image12.wmf
12

2

tan

2

ac

B

ac

+

Û=

-


oleObject153.bin

image150.wmf
2

A


oleObject154.bin

image151.wmf
2

B


oleObject155.bin

image152.wmf
2

C


oleObject156.bin

image153.wmf
9

1


oleObject157.bin

image154.wmf
3


oleObject12.bin

oleObject158.bin

image155.wmf
12

2

sin

1

2

sin

1

2

sin

1

2

2

2

=

+

+

C

B

A


oleObject159.bin

image156.wmf
(tantantan)(cotcotcot)(tantantan)(cotcot

cot)

222222

ABCABC

ABCABC

++++³++++


oleObject160.bin

image157.wmf
2

3

cos

sin

sin

=

-

+

C

B

A


oleObject161.bin

image158.wmf
2

3

cos

2

cos

2

sin

2

=

-

-

+

Û

C

B

A

B

A


oleObject162.bin

image159.wmf
0

2

3

2

cos

2

cos

2

cos

=

+

-

-

Û

B

A

C

C


image13.wmf
2222

2

2222

2()()2()2()2

tan11

22()2()2()2

Bacpcpaacbcaacbcaac

acppbaccabaccabac

----------

Û=Û=Û=Û+=+

+-++-++-+


oleObject163.bin

image160.wmf
0

2

1

2

cos

2

cos

2

2

cos

2

2

=

+

-

-

Û

B

A

C

C


oleObject164.bin

image161.wmf
2

cos

2

C


oleObject165.bin

image162.wmf
Î


oleObject166.bin

image163.wmf
2

1

2

cos

2

2

2

+

-

-

Û

t

B

A

t


oleObject167.bin

image164.wmf
)

(

t

f


oleObject13.bin

oleObject168.bin

image165.wmf
2

1

2

cos

2

2

2

+

-

-

B

A

t

t


oleObject169.bin

oleObject170.bin

image166.wmf
0

)

(

0

1

2

cos

2

³

Þ

£

-

-

t

f

B

A


oleObject171.bin

oleObject172.bin

image167.wmf
0

)

(

=

t

f


oleObject173.bin

image168.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

-

=

Û

0

)

2

(

2

a

b

f

a

b

t


image14.wmf
22222222

22

44

(2)()22

()2

aca

caccabacccacabba

cabac

Û=Û+=+-Û+=++-Û=

+-+


oleObject174.bin

image169.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

-

=

Û

1

2

cos

2

cos

2

1

2

cos

2

B

A

B

A

C


oleObject175.bin

image170.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

Þ

1

2

cos

2

1

2

cos

B

A

C


oleObject176.bin

image171.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

Û

0

2

60

2

0

B

A

C


oleObject177.bin

image172.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

=

=

Þ

0

0

30

120

B

A

C


oleObject178.bin

image173.wmf
2

3

3

2

2

2

2

2

)

(

)

(

ca

c

b

ba

a

c

c

b

a

b

-

=

-

Û

-

=

-


oleObject14.bin

oleObject179.bin

image174.wmf
)

)(

(

)

(

)

(

2

2

2

3

3

2

c

bc

b

c

b

c

b

a

c

b

a

c

b

+

-

+

=

+

Û

+

=

+

Û


oleObject180.bin

image175.wmf
2

2

2

c

bc

b

a

+

-

=

Û


oleObject181.bin

image176.wmf
0

2

2

2

2

60

2

1

cos

cos

.

2

=

Û

=

Û

+

-

=

-

+

Û

A

A

c

bc

b

A

bc

c

b


oleObject182.bin

image177.wmf
[

]

)

cos

.

2

(

)

cos

.

2

(

)

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

A

bc

c

b

c

c

b

A

bc

c

b

b

a

c

c

b

a

b

-

+

-

=

-

-

+

Û

-

=

-


oleObject183.bin

image178.wmf
)

cos

2

)(

(

)

cos

.

(

)

cos

2

(

2

2

2

2

2

2

A

c

b

bc

c

b

bc

b

A

bc

c

A

bc

c

b

+

=

+

Û

-

=

-

Û


image15.wmf
Û


oleObject184.bin

image179.wmf
0

60

2

1

cos

=

Þ

=

Û

A

A


oleObject185.bin

image180.wmf
3

cos

cos

cos

sin

sin

sin

=

+

+

+

+

C

B

A

C

B

A


oleObject186.bin

image181.wmf
1

2

+

+

=

x

x

a


oleObject187.bin

image182.wmf
1

2

+

=

x

b


oleObject188.bin

image183.wmf
1

2

+

=

x

c


oleObject15.bin

oleObject189.bin

image184.wmf
R

x

Î


oleObject190.bin

image185.wmf
0

2

5

cos

.

2

5

cos

.

2

5

cos

4

=

B

A

C


oleObject191.bin

image186.wmf
(

)

5

cos23cos2cos20

2

ABC

+++=


oleObject192.bin

image187.wmf
.

1


oleObject193.bin

image188.wmf
2

cos

2

cos

2

4

cos

4

sin

sin

sin

C

A

C

B

A

=

+

+


image16.wmf
D

Û


oleObject194.bin

image189.wmf
C

B

A

C

B

A

sin

.

sin

.

sin

4

2

sin

2

sin

2

sin

=

+

+


oleObject195.bin

image190.wmf
)

cos

.

cos

.

cos

1

(

2

sin

sin

sin

2

2

2

C

B

A

C

B

A

+

=

+

+


oleObject196.bin

image191.wmf
2

sin

2

sin

2

sin

4

1

cos

cos

cos

C

B

A

C

B

A

+

=

+

+


oleObject197.bin

image192.wmf
C

B

A

C

B

A

tan

.

tan

.

tan

tan

tan

tan

=

+

+


oleObject198.bin

image193.wmf
D


oleObject16.bin

oleObject199.bin

image194.wmf
cot.cotcot.cotcot.cot1

ABBCCA

++=


oleObject200.bin

image195.wmf
1

2

tan

.

2

tan

2

tan

.

2

tan

2

tan

.

2

tan

=

+

+

A

C

C

B

B

A


oleObject201.bin

image196.wmf
2

tan

.

2

tan

.

2

tan

2

tan

2

tan

2

tan

C

Co

B

Co

A

Co

C

Co

B

Co

A

Co

=

+

+


oleObject202.bin

image197.wmf
S

a

c

b

A

Co

4

tan

2

2

2

-

+

=


oleObject203.bin

image198.wmf
2

3

cos

cos

cos

£

+

+

C

B

A


image17.wmf
.tan

2

B

SB

rp

pb

==

-


oleObject204.bin

image199.wmf
8

1

2

sin

2

sin

2

sin

£

C

B

A


oleObject205.bin

image200.wmf
8

1

cos

.

cos

.

cos

£

C

B

A


oleObject206.bin

image201.wmf
4

9

sin

sin

sin

2

2

2

£

+

+

C

B

A


oleObject207.bin

image202.wmf
2

3

3

sin

sin

sin

£

+

+

C

B

A


oleObject208.bin

image203.wmf
2

3

3

2

cos

2

cos

2

cos

£

+

+

C

B

A


oleObject17.bin

oleObject209.bin

image204.wmf
2

3

2

sin

2

sin

2

sin

£

+

+

C

B

A


oleObject210.bin

image205.wmf
3

2

tan

2

tan

2

tan

³

+

+

C

B

A


oleObject211.bin

image206.wmf
cotcotcot3

ABC

++³


oleObject212.bin

image207.wmf
D

Û


oleObject213.bin

image18.wmf
()()()

()()

tan

2()()()

ppapbpc

BSpapc

ppbppbppb

---

--

Û===

---


oleObject18.bin

image19.wmf
D


oleObject19.bin

image20.wmf
2

cos

2

sin

2

cos

2

sin

3

3

A

B

B

A

=


oleObject20.bin

oleObject21.bin

image21.wmf
22

33

sinsin

22

(1)tan(1tan)tan(1tan)(*)

2222

coscos

22

AB

AABB

AB

Û=Û+=+


oleObject22.bin

image22.wmf
3322

(tantan)tantan0(tantan)(1tantantantan)0

2222222222

0,tan,tan0

22222

ABABABAABB

ABAB

Vì

Û-+-=Û-+++=

Õ

<<Þ>


oleObject23.bin

image23.wmf
tantan0

2222

ABAB

-=Û=


oleObject24.bin

image24.wmf
ABC

B

A

D

Û

=

Û


oleObject25.bin

image25.wmf
)

2

sin

1

(

2

cos

2

sin

)

2

sin

1

(

2

cos

2

sin

2

2

A

A

B

B

B

A

-

=

-


oleObject26.bin

image26.wmf
0

2

sin

=

-

B

A


oleObject27.bin

image27.wmf
0

),

1

(

)

(

2

>

+

=

x

x

x

x

f


oleObject28.bin

image28.wmf
0

,

0

3

1

)

(

'

2

>

"

>

+

=

x

x

x

f


oleObject29.bin

image29.wmf
f

Þ


oleObject30.bin

image30.wmf
)

,

0

(

+¥


oleObject31.bin

image31.wmf
tantan

22

AB

ff

æöæö

Û=

ç÷ç÷

èøèø


oleObject32.bin

image32.wmf
tantan

22

AB

Û=


oleObject33.bin

image33.wmf
)

,

(

,

,

)

(

)

(

b

a

v

u

v

u

v

f

u

f

Î

"

=

Û

=


oleObject34.bin

image34.wmf
ab

ac

bc

c

b

a

p

+

+

+

=

-

-

2

4


oleObject35.bin

image35.wmf
(1)42()()22()()

2

abc

abcacbcabcacb

++

Û--=++Û++=++


oleObject36.bin

image36.wmf
()()2()()

cacbcacb

Û+++=++


oleObject37.bin

image37.wmf
)

)(

(

2

)

(

)

(

b

c

a

c

b

c

a

c

+

+

³

+

+

+


oleObject38.bin

image38.wmf
[

]

b

c

a

c

b

c

c

a

+

=

+

Û

=

+

-

+

0

)

(

)

(

2


oleObject39.bin

image39.wmf
)

(

a

p

p

h

a

-

=


oleObject40.bin

image40.wmf
a

c

p

b

p

a

p

p

a

s

h

a

)

)(

)(

(

2

2

-

-

-

=

=


oleObject41.bin

image1.wmf
2

2

4

2

sin

cos

1

c

a

c

a

B

B

-

+

=

+


image41.wmf
)

(

)

)(

)(

(

2

a

p

p

a

c

p

b

p

a

p

p

-

=

-

-

-

Û


oleObject42.bin

image42.wmf
a

c

p

b

p

=

-

-

Û

)

)(

(

2


oleObject43.bin

image43.wmf
)

(

)

(

)

)(

(

2

c

p

b

p

c

p

b

p

-

+

-

£

-

-

Û


oleObject44.bin

image44.wmf
a

c

p

b

p

£

-

-

Û

)

)(

(

2


oleObject45.bin

image45.wmf
c

b

c

p

b

p

=

Û

-

=

-

Û


oleObject46.bin

